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Kapitel 18. Om me&ngdelarens paradoxer.

Der er tre paradoxer - e¢ller rettere logiske antinomier eller
selvmodsigelser - der har spillet en'sarlig rolle for matematikkens
udvikling i det 20. arhundrede.

Nu er logiske paradoxer ikke nogen nyhed i matematikken f.ex.
levede man ret lykkeligt i bade det 17. og 18. arhundrede med dif-
ferentialerne, der var %0 , sd lengde det var pdkravet, og som op-
traddte som nuller, ndr det var mest bekvemt.

Der var ogsd mange matematikere f.ex. Hausdorff, der tog meng-
delarens paradoxer lige sd& roligt; men nar de nok har virket extra
chokerende, er det vel dels fordi man efter den kritiske indsats i
det 19. drhundrede troede, at den hellige grav var velforvaret,
dels at mindst ét af paradoxerne direkte griber ind i logikken og
filosofien, det var ikke blot matematikken, der blev ramt.

Mzngdelarens paradoxer er tilsyneladende omgivet af en hel del
myter, som kun delvis kan opklares, og om dem vil jeg ngjes med
nogle fa bem@rkninger, samt henvise til litteraturen.

Jeg har allerede veret inde pad nogle af paradoxerne (se f.ex.
slutningen af kapitel 11 og kapitel 13), men nu vil jeg vere lidt
mere systematisk.

Det fgrst publicerede er - mdske - det sdkaldte Burali -Forti
paradox, opkaldt efter italieneren Cesare Burali -Forti [1897].

Det har jeg allerede veret inde pa i kapitel 13, og i kapit-
lerne 14 og 17 har vi ogsd set, hvorledes det kan udnyttes positivt.

Groft sagt gdr Burali -Forti paradoxet ud pa, at man konstate-
rer

1 Enhver velordnet mengde har et ordinaltal. Da Ord er
velordnet, m& den derfor have et ordinaltal, som aben-

bart mad vaere det stegrste.

Der findes ikke noget stprste ordinaltal.



4.90

Her er klart tale om en modstrid.

Navnet "Burali -Forti" synes at vare knyttet til paradoxet af
Bertrand Russell (1872 -1970) wvist nok i 1903. Skal man tro kloge
mennesker, s& star det faktisk ikke i [Burali -Forti 1897], for
han havde misforstdet Cantors definition pid en velordnet mengde, og
han troede at kunne bevise, at ordinaltallene ikke altid er sammen-
lignelige i st¢rrelser. Han brugte et indirekte bevis, som natur-
ligvis ender med en selvmodsigelse - det g¢r indirekte beviser jo.
Historien er fremstillet i [Moore /Garciediego 1981].

Russells formulering giver imidlertid et =gte paradox.

Et andet paradox, som Russell tilsyneladende ogsa har ansvaret
for, kaldte han for Cantors paradox, fordi det anvender Cantors be-
vis [1890/91] for existensen af store kardinaltal (se kapitel 7).

Cantors paradox:

1© Mzngden af alle existerende eller blot tankelige ting

har det stg¢rste kardinaltal.
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Der er klart tale om en modstrid.

Der findes ikke noget stgrste kardinaltal.

Disse paradoxer er ret tekniske i matematisk forstand, og de
griber nazppe direkte ind i filosofien. Men ved at spekulere over dem
kom Russell til "sit eget" paradox, der er langt simplere, og som
kun bygger p& den rene logik.

Hvis P(x) stdr for et eller andet udsagn med x som fri vari-
abel f.ex. 'x er et menneske', s er
(1) {x | P(x)}
omfanget af udsagnet, f.ex. me®ngden af alle mennesker.

I logikken og filosofien er det ngdvendigt, at man i en eller
anden forstand kan tale om omfanget af et velformet udsagn.

I den almindelige logik er 'x €x ' et fuldt ud tilladeligt ud-
sagn (omend 1idt sart), og ' =(x €x) ' eller 'x &€x ' er derfor

ogsd et tilladeligt udsagn. Dets omfang er



(2) R = {x | xé¢x} .
Men nu er vi i kvaler, for af definitionen pd& R fglger

1° RER = RER

2C'

RE4R = RER .
Altsd en selvmodsigelse.

Leseren kan se dette paradox' historie i [Moore/Garciediego
1981] og [Grattan -Guinness 1978]. Igvrigt fandt Zermelo paradoxet
selvstzndigt i 1901 lidt tidligere eller maske samtidigt med Rus-
sell [Rang/Thomas 1981], men han publicerede det aldrig.

Hos Russell synes der ogsd at have varet en vis tgven, det va-
rede mindst et &r, inden han omtalte sit paradox offentligt, det var
fgrst efter, at Gottlob Frege (1848 -1925) i deres brevvexling havde
overbevist ham om dets betydning.

Frege anses af mange for at vare den mest betydningsfulde logi-
ker siden Aristoteles, idet han lavede den matematiske logik, altsa
som den fe¢rste udviklede kvantorlogikken - for nu at sige det meget
kort.

Frege troede, at han kunne bygge aritmetikken, ja, hele mate-
matikken - bortset fra de geometriske videnskaber - op pd simple
logiske antagelser. Men desvarre for ham var der blandt disse anta-
gelsen om existensen af omfanget af ethvert udsagn som mengde. Uden
denne antagelse bryder hans opbygning sammen, og det erkendte han
med kompromislgs @rlighed.

Det lykkedes ham aldrig at reparere sin fejl, og selvom det i
en vis forstand lykkedes for Russell og Whitehead (1861 -1947) i
deres store vark Principia Mathematica [1910], s& blev det pd den
bekostning, at systemet blev sa kompliceret, at ingen matematiker
(og til slut heller ikke forfatterne selv) kunne acceptere det som
et grundlag for matematikken.

Freges egne skrifter er - ligesom Principia - temmeligt ulese-



lige for almindelige matematikere. En forholdsvis let last fremstil-
ling af hans ideer sammenlignet med Dedekinds og Peanos (1858 -1932)
findes i [Gillies 1982].

Dedekind blev ogsd hdrdt ramt af paradoxerne, idet han mdtte
erkende, at hans forsg¢g pd at opbygge matematikken pd mangdelaren
(eller "logikken") i "Was sind und was sollen die Zahlen" fra 1888
var brudt sammen. I forordet til 3.udgave 1911 skrev han, at han
havde holdt nyudgivelsen tilbage i 8 ar i hdb om, at paradoxet
skulle kunne oplgses. Det var ikke sket, men da han stadig hdbede,
udsendte han bogen uandret.

Men hvad med Cantor? Som skaberen af mengdelaren burde han jo
fgle sig helt sldet ud - men det gjorde han faktisk ikke! Og det
skal jeg prgve at komme tilbage til i naste afsnit.

I den foreliggende fremstilling er jeg krgbet udenom parado-
xerne ved at bruge det - tilsyneladende meget billige - trick, at
erklezre omfanget (1) af et udsagn f.ex. 'x er et ordinaltal' for
at vere en klasse, som ikke ngdvendigvis er en m@ngde, en "agte
klasse". Kendetegnet pd, at noget f.ex. Ord er en agte klasse, er
simeznd blot, at det fgrer til en modstrid at kalée det en mangde (!).
Det svarer meget ngje til, at Cantor i sit brev til Dedekind fra
1899 talte om "inkonsistente" og "konsistente" ma&ngder, hvor de f¢r-
ste er de "agte klasser".

I en formaliseret udgave af Zermelo —Fraenkels axiomsystem er
der ingen plads til "egte klasser"”, men de er der alligevel i form
af symboler som (1), de md blot ikke behandles som mangder. I det
formaliserede von Neumann -Bernays -G&8del axiomsystem er de "=gte
klasser" med, idet en mengde sa bliver en klasse, der kan optrade

som element af en klasse, mens en "egte klasse" ikke kan optrazde som

element. Se [Hallet 1984].



P4 en vis made er det altsd et billigt trick, som jeg har brugt,
for man kan kun afggre, om en vis klasse faktisk er en "®gte klasse"
ved at se, om der kommer en modstrid ud af at antage, at den er en
mengde. Og det kan man jo aldrig vare sikker pd.

P& den anden side, s& har G&del i [1931] vist, at man princi-
pielt ikke kan vide, om et givet axiomsystem er konsistent. Men man
kan dog se, om kendte paradoxer kan opsta eller ej, og det kan de
ikke, hverken i ZF eller i NBG systemet. Men det kan de heller ikke
hos mig, fordi jeg ad hoc har udelukket dem. Det kan man jo ogsa,

selvom det nappe er s& rent som et axiomsystem.

De sdkaldte semantiske paradoxer har varet kendt siden antik-
ken. hvor de blev "dyrkede" af den Megariske skole. Det kendte
lpgnerparadox stammer herfra. I sin korteste form lyder det

"Jeg lyver"
Er det sandt, eller er det l@ggn? Mere udfgrligt kan det udformes
saledes:
"Jens Jensen stod op den 11.8.1987 og udtalte
'Hvad jeg siger i dag, er usandt'.
Derefter gik han i seng igen og sagde intet
mere resten af den dag".
Er det sandt, eller er det usandt, hvad han sagde?
En tredie udformning bestdr af et kort med side 1 og side 2:
PA side 1 stér
"Sgtningen pad side 2 er sand".
Men pd side 2 star
"Setningen pd side 1 er usand".
Kan disse s®tningen vare sande, eller turde de vare lggn begge to?

Légnerparadoxet kan udformes p&d mange mdder og har tilsynela-

dende ikke meget med matematik at ggre. Det synes imidlertid at have

inspireret G&del, og det er jo dog noget.



Det sikaldte Berry's paradox gdr mere direkte pd matematikken:

Visse naturlige tal kan defineres med ferre end 100 ord pa
dansk f.ex. "2 er antallet af heste i et par". P& den anden side
kan kun endeligt mange tal defineres med farre end 100 ord, i det
mindste hvis vi lidt vilk&rligt antager, at ord ikke kan vare pa
flere end 106 bogstaver - og det kan de vel ikke? Nu udge¢r de natur-
lige tal en velordnet mengde, og jeg kan derfor definere

"Det mindste tal, der ikke kan defineres med farre

) end 100 ord".

Men nu har jeg netop defineret dette tal med farre end 100 ord!

I den sadvanlige matematik undgdr man bade de logiske og de
semantiske paradoxer ved god opdragelse og smag. Ingen matematiker
ved sine fulde fem vil jo udtale en saztning som (3) i nogen alvor-
lig sammenh@ng. Ej heller er "mangden af alle mangder" et begreb,
som kan tages s®rligt hgjtideligt i sadvanlig matematik.

Men "god ogd}agelse og smag" er maske ikke det solideste, man
kan bygge pd, og derfor har man forsggt at fa bragt muligheden af
paradoxer ud af det matematiske sprog.

Russell og Whitehead fors¢gte i Principia Mathematica, og
David Hilbert (1862 -1943) gjorde med sin bevisteori et virkeligt
heltemodigt forsgg. G&dels satning fra 1931 viste umuligheden heraf.

Kroneckers efterfgplger, Brouwer og konstruktivisterne, er pé
en mide mere vellykkede, men pd bekostning af en amputation af mate-
matikken, som de fleste matematikere ikke er villige til at accepte-
re.

Alt i alt f&r man lyst til at citere Wittgenstein (1889 -1951)
[1956 s. 171e].

13. What does mathematics need a foundation for?
It no more needs one, 1 believe, than propositions
about physical objects - or about sense impressions,



need an analysis. What mathematical propositions
do stand in need of is a clarification of their
grammar , just as do those other propositions.

The mathematical problems of what is called
foundations are no more the foundation of mathe-
matics for us than the painted rock is the sup-
port of a painted tower.

'But didn't the contradiction make Frege's
logic useless for giving a foundation to arith-
metic?' Yes, it did. But then, who said that it
had to be useful for this purpose?.

One could even imagine a savage's having been
given Frege's logic as an instrument with which
to derive arithmetical propositions. He derived
the contradiction unawares, and now he derives
arbitrary true and false propositions from it.

'Up to now a good angel has preserved us from
going this way.' Well, what more do you want?
One might say, I believe a good angel will always

be necessary, whatever you do.
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Kapitel 7. Zenons paradoxer.

Elea var ogsd en af de graeske kolonier i Syditalien, og den
var center for en filosofisk skole, der stod i opposition til
pythagoraerne.

Den fgrste af "eleaterne" var Xenophanes (se s. 1.6), men de
mest kendte filosoffer af denne skole var nok Parmenides og Zenon.
Man mener, at Zenon var elev af Parmenides, og man fastlagger
Zenons liv til ca. 450 f.Kr., sd Parmenides var nok lidt =ldre.

B&de Zenon og Parmenides optrader i Platons dialog "Parmenides"
sammen med den unge Sokrates, og hvis det ikke blot er en digterisk
frihed, s& passer det meget rimeligt med Aarstallet 450.

Eleaterne havdede - i modsatning til pythagorzerne - at alt
det virkeligt varende er en enhed, der er evig og uforanderliq,

i modsatning til den sansede verdens flux. Saledes sagde Parme-
nides:
Tznken og Varen er det samme

Se, hvorledes det fjerne er dig tydeligt naer i
din Tanke; thi den vil ikke skille det Varende
fra det Varende, da dette jo intetsteds paa
nogen Maade skilles i sin ordnede Sammenhang

og heller ikke forenes paany.

[Harsberg 1954, s.311].

Det er nasten klart, at eleaterne, mdske specielt Parmenides,
bliver en vigtig forudsatning for Platons idelare, og det er nok
ikke tilfaldigt, at Parmenides i dialogen optrader som Platons
talergr og kritiker af den naive idelare, som fremsazttes af Sokra-
tes, der i denne dialog narmest bliver pulveriseret. Platon havde
en dyb, men neppe ukritisk, respekt for Parmenides.

Eleaterne blev naturligvis angrebet, og man viste, at deres

lazre fgrer til mange paradoxer. Zenons paradoxer, og i dialogen
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havder han at have fremsat over 40, havde til formdl at vise, at
tanken om det varendes mangfoldighed fgrer til endnu flere para-
doxer.

Det man i dag kalder Zenons paradoxer er fire udsagn, som er
overleveret af Aristoteles i hans vark om fysik. Aristoteles for-
mulerer paradoxerne meget kortfattet i den hensigt at gendrive
dem, og det behgver der - som navnt s. 1.2 - ikke at vare noget
ondt i, men resultatet er, at vi ikke pracist ved, hvad Zenon
egentlig har sagt.

P4 en madde har det nok veret en fordel for de efterfglgende
filosoffer, de kunne sd lagge forskellige forudsetninger i dem,
og de har derved fdet mulighed for at begrunde forskellige for-
klaringer. Det er mdske grunden til, at filosoffer og filosofisk
interesserede matematikere og naturvidenskabsfolk har kunnet di-
skutere dem helt op til vore dage og stadig ggr det.

De fleste matematikere og fysikere har imidlertid holdt sig
udenfor denne diskussion - maske med god grund. Det havdes, at
paradoxerne har haft stor indflydelse pd matematikkens udvikling.
Det kan man efter min mening saztte en hel del spgrgsmdlstegn ved -
men jeg kan jo meget vel tage fejl.

Zenons paradoxer har til formdl at vise bevagelsens umulig-
hed, og de falder i to grupper med to i hver.

Den ene gruppe har som forudsatning, at tiden og rummet er
diskrete, den anden, at tiden og rummet er uendeligt delelige.
Traditionelt kaldes de fgrste for "Pilen" og "Stadion", mens de
to andre kaldes "Dichotomien" og "Achilleus og skildpadden”.

Hvis rum og tid er diskrete, s& kan en pil ikke flytte sig,
fordi den til ethvert tidspunkt befinder sig i ro i &t rumpunkt.

Hvis rakkerne A og C betegner vaddelgbere pd stadion, mens

rakken B er stationar, sd kan man forestille sig, at vi pa &t



tidspunkt har situationen

AAAAANA
BBBBBB
cccccc

og hvis A og C lgber med samme fart i modsat retning, ser vi, at
vi i neste tidspunkt har situationen

AAAARAA
BBEBBBB
cccccce.

C's bevagelse relativt til A er den dobbelte af den "absolutte"
bevagelse i forhold til B, s& hvis C har passeret &t punkt af
B i et (mindste) @jeblik, s& har C passeret to punkter af A i
dette ¢jeblik - men hvorndr har C s& passeret &t punkt i A?

Hvis rum og tid er uendeligt delelige, s& kan man ikke komme
fra &t sted til et andet, uden fgrst at passere den halve, den
halve heraf etc., man kan altsd ikke komme fra &t sted til et an-
det uden at passere uendeligt mange steder i en endelig tid - og
det er umuligt (Dichotomien).

Det mest bergmte af paradoxerne er Achilleus og skildpadden.

Den rapfodede Achilleus kan ikke overhale den langsomme skildpadde
i et vaddelgb, hvis skildpadden har forspring, for han skal fgrst
nd det sted, som skildpadden startede fra. P4 det tidspunkt er
skildpadden ndet lidt langere, s& Achilleus m& bruge lidt tid pa
at nd dertil, og sd er skildpadden kommet en lille smule langere
etc. Achilleus kan altsd kun nd skildpadden ved at passere uende-
ligt mange steder p3 en endelig tid - og det er umuligt.

Det er meget svart at sige, hvor stor Zenons direkte eller in-
direkte indflydelse har varet pa matematikernes opfattelse af kon-
tinuet. Det er en kendsgerning, at b&de Euklid og Archimedes var
meget forsigtige, ndr de narmede sig det uendelige, f.ex. siger

Euklid aldrig, at en linie bestdr af punkter. Men om det skyldes
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Zenons indflydelse f.ex. gennem Aristoteles er umuligt at sige,
det kunne jo ogsd skyldes den almindelige graske tilbageholden-
hed overfor apeiron.

Maske har Zenon og eleaterne generelt betydet meget mere for
logikkens udvikling end for den egentlige matematiks.

Lidt uvenligt kan Zenons paradoxer tydes som de rene sofiste-

rier. Boyer [1949, s.23] citerer Plutarch r fglgende lille vers

Also the two -edged tongue of ghty Zeno, who,

Say what one would, could arg it untrue.

Mange matematikere tror, at de tqgf sidste paradoxer reddes,
ndr man konstaterer, at en uendeliqg fzkke kan have en endelig sum.
Hvis f.ex. Achilleus lgber 10 gang¢ sad starkt som skildpadden, den
har é&n kilometers forspring, og ber med &n kilometer i timen, ja

sd overhaler Achilleus efter

+

X
0 70

o

times forlgb.

Weyl siger hertil [1949, s.41 -42], at argumentet er relevant
og oplysende; men det pasger ikke med hans opfattelse af kontinuet,
som noget der er i sin vgrden, og som principielt ikke kan "fuld-
stendigggres".

En moderne tidsfilosof som Whitrow mener, at.paradoxet medfeg-
rer, at man md opfatte tiden som diskret, uanset at han naturligvis
ved, at det kontinuerte tidsbillede tjener fysikerne godt i mange
sammenhange [1984, s.190 -200].

Personligt mener jeg, at der med paradoxerne sker en sammen-
blanding af den "virkelige" verden og den matematiske modellering
af samme. Det var vel tilgiveligt indtil ca.1800 (og nok lidt sene-
re), men nu ?

Paradoxernes historie er fremstillet af Cajori i [1915], og

de er igvriat omtalt mange steder.





